
令和 7 年度 大学院 理学研究科 入学試験 

物質科学専攻 専門科目 

情報第１問の解答例 

出題意図：行列、ベクトルおよびフーリエ変換の諸性質を理解し、適切に計算および使用で

きるかを問う。 

 

問 1 

(1) 固有値を𝜆、固有ベクトルを𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑇とする。 

特性方程式は 

|
1 − 𝜆 1 0
1 −𝜆 1
0 1 1 − 𝜆

| = −(𝜆 + 1)(𝜆 − 1)(𝜆 − 2) = 0 

となるので、固有値は-1, 1, 2。 

𝜆 = −1のときは連立方程式 

(
2 1 0
1 1 1
0 1 2

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

0
0
0
) 

に従うので、規格化した固有ベクトルは𝒙 =
1

√6
(1,−2,1)𝑇。 

𝜆 = 1のときは連立方程式 

(
0 1 0
1 −1 1
0 1 0

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

0
0
0
) 

に従うので、規格化した固有ベクトルは𝒙 =
1

√2
(1, 0,−1)𝑇。 

𝜆 = 2のときは連立方程式 

(
−1 1 0
1 −2 1
0 1 −1

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

0
0
0
) 

に従うので、規格化した固有ベクトルは𝒙 =
1

√3
(1, 1,1)𝑇。 

 

(2) (1)から行列𝐴を対角化する直交行列𝑃は固有ベクトルを順番に並べて 

𝑃 = (

1/√6 1/√2 1/√3

−2/√6 0 1/√3

1/√6 −1/√2 1/√3

) =
√6

6
(
1 √3 √2

−2 0 √2

1 −√3 √2

) 

となり、その逆行列は 



𝑃−1 =
√6

6
(

1 −2 1

√3 0 −√3

√2 √2 √2

) 

となる。 

よって、 

𝑃−1𝐴𝑃 =
1

6
(

1 −2 1

√3 0 −√3

√2 √2 √2

)(
1 1 0
1 0 1
0 1 1

)(
1 √3 √2

−2 0 √2

1 −√3 √2

) = (
−1 0 0
0 1 0
0 0 2

) 

したがって、𝐴𝑛の各成分は 

𝐴𝑛 = 𝑃(𝑃−1𝐴𝑃)𝑛𝑃−1 =
1

6
(
1 √3 √2

−2 0 √2

1 −√3 √2

)(
(−1)𝑛 0 0
0 1 0
0 0 2𝑛

)(

1 −2 1

√3 0 −√3

√2 √2 √2

)

=
1

6
(

(−1)𝑛 √3 2𝑛√2

−2(−1)𝑛 0 2𝑛√2

(−1)𝑛 −√3 2𝑛√2

)(

1 −2 1

√3 0 −√3

√2 √2 √2

)

=
1

6
(

(−1)𝑛 + 3+ 2𝑛+1 −2(−1)𝑛 + 2𝑛+1 (−1)𝑛 − 3 + 2𝑛+1

−2(−1)𝑛 + 2𝑛+1 4(−1)𝑛 + 2𝑛+1 −2(−1)𝑛 + 2𝑛+1

(−1)𝑛 − 3+ 2𝑛+1 −2(−1)𝑛 + 2𝑛+1 (−1)𝑛 + 3 + 2𝑛+1
) 

となる。 

 

 

問 2 

(1)  

𝑔𝑟𝑎𝑑 
1

𝑟
= (

𝜕

𝜕𝑥

1

𝑟
,
𝜕

𝜕𝑦

1

𝑟
,
𝜕

𝜕𝑧

1

𝑟
) = (−

𝑥

𝑟3
, −

𝑦

𝑟3
, −

𝑧

𝑟3
) = −

𝒓

𝑟3
 

 

(2)  

∇ ∙ 𝑽 =
𝜕

𝜕𝑥
(sin𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑧𝑥) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧 cos 𝑥) = 2 cos𝑥 

∇ × 𝑽 = (
𝜕

𝜕𝑦
(𝑧 cos 𝑥) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥𝑧),

𝜕

𝜕𝑧
(sin𝑥) −

𝜕

𝜕𝑥
(𝑧 cos 𝑥),

𝜕

𝜕𝑥
(𝑧𝑥) −

𝜕

𝜕𝑦
(sin 𝑥))

= (−𝑥, 𝑧 sin 𝑥 , 𝑧) 

 

(3) ガウスの定理より、 

∭∇ ∙ 𝑽𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∬𝑽 ∙ 𝒏𝑑𝜎 



ここで積分は原点を中心とした半径𝑎の球面上であり、𝑑𝜎は面要素、𝒏はその面要素に対

する外向きの法線ベクトルとする。 

原点を中心とした極座標系(𝑟, 𝜃, 𝜙)を考えると、半径𝑎の球面上では、 

𝑑𝜎 = 𝑎2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙,  𝒏 = 𝒓/𝑎, 𝒓 ∙ 𝒓 = 𝑎2 

なので、 

∬𝑽 ∙ 𝒏𝑑𝜎 = ∫ ∫ (𝑎2𝒓) ∙ (𝒓/𝑎
2𝜋

0

)
𝜋

0

𝑎2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙 = 𝑎5[− cos𝜃]0
𝜋[𝜙]0

2𝜋 = 4𝜋𝑎5 

 

 

問 3 

(1) 極座標系で考え、𝒌を下図のような配置にする。被積分関数が𝒓と𝒌の内積のみに依存す

るため、このような配置でも一般性は失われない。 

 
このとき、 

𝒌 ∙ 𝒓 = 𝑘𝑟 cos𝜃 , 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜙, 

となるので、 

𝑓(𝒌) = ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑟)𝑒−𝑖𝑘𝑟 cos𝜃𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜙
2𝜋

0

𝜋

0

∞

0

= ∫ 𝑓(𝑟)𝑟2 [
𝑒−𝑖𝑘𝑟 cos𝜃

𝑖𝑘𝑟
]
0

𝜋

[𝜙]0
2𝜋𝑑𝑟

∞

0

= 2𝜋∫ 𝑓(𝑟)𝑟2
𝑒𝑖𝑘𝑟 − 𝑒−𝑖𝑘𝑟

𝑖𝑘𝑟
𝑑𝑟

∞

0

= 2𝜋∫ 𝑓(𝑟)𝑟2
2𝑖 sin(𝑘𝑟)

𝑖𝑘𝑟
𝑑𝑟

∞

0

=
4𝜋

𝑘
∫ 𝑟 sin(𝑘𝑟) 𝑓(𝑟)𝑑𝑟
∞

0

 

 

(2) 部分積分を繰り返して、 



𝑓(𝒌) =
4𝜋

𝑘
∫ 𝑟 sin(𝑘𝑟) (𝛼 + 𝛽𝑟)𝑑𝑟
𝜎

0

=
4𝜋𝛼

𝑘
{[−

𝑟 cos(𝑘𝑟)

𝑘
]
0

𝜎

+
1

𝑘
∫ cos(𝑘𝑟)𝑑𝑟
𝜎

0

}

+
4𝜋𝛽

𝑘
{[−

𝑟2 cos(𝑘𝑟)

𝑘
]
0

𝜎

+
2

𝑘
∫ 𝑟 cos(𝑘𝑟)𝑑𝑟
𝜎

0

}

=
4𝜋𝛼

𝑘
{−
𝜎

𝑘
cos(𝑘𝜎) +

1

𝑘2
sin(𝑘𝜎)}

+
4𝜋𝛽

𝑘
{−

𝜎2

𝑘
cos(𝑘𝜎) +

2

𝑘
[
𝑟 sin(𝑘𝑟)

𝑘
]
0

𝜎

−
2

𝑘2
∫ sin(𝑘𝑟)𝑑𝑟
𝜎

0

}

=
4𝜋𝛼

𝑘
{−
𝜎

𝑘
cos(𝑘𝜎) +

1

𝑘2
sin(𝑘𝜎)}

+
4𝜋𝛽

𝑘
{−

𝜎2

𝑘
cos(𝑘𝜎) +

2𝜎

𝑘2
sin(𝑘𝜎) +

2

𝑘3
cos(𝑘𝜎) −

2

𝑘3
}

=
4𝜋

𝑘4
(−𝛼𝜎𝑘2 − 𝛽𝜎2𝑘2 + 2𝛽) cos(𝑘𝜎) +

4𝜋

𝑘3
(𝛼 + 2𝛽𝜎) sin(𝑘𝜎) −

8𝜋𝛽

𝑘4
 

 

 

 

  



情報第２問の解答例 

出題意図：ガウス分布の諸性質および条件付きの極値問題を理解し、適切に計算および使用

できるかを問う。 

 

問 1 

出題意図：ガウス分布の諸性質を理解し、適切に計算および使用できるかを問う。 

𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) = −∫ 𝑝(𝑥) ln {
√2𝜋𝜎2

√2𝜋𝑠2
exp [−

(𝑥 − 𝑚)2

2𝑠2
+
(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
]} 𝑑𝑥

+∞

−∞

= − ln (
𝜎

𝑠
)∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

−∫ 𝑝(𝑥) {−
(𝑥 − 𝑚)2

2𝑠2
+
(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
} 𝑑𝑥

+∞

−∞

= − ln (
𝜎

𝑠
)∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ (
1

2𝑠2
−

1

2𝜎2
)∫ 𝑝(𝑥)𝑥2𝑑𝑥

+∞

−∞

− (
𝑚

𝑠2
−
𝜇

𝜎2
)∫ 𝑝(𝑥)𝑥𝑑𝑥

+∞

−∞

+ (
𝑚2

2𝑠2
−
𝜇2

2𝜎2
)∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

𝑝(𝑥)は平均𝜇、分散𝜎2のガウス分布なので、 

∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 1, ∫ 𝑝(𝑥)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

= 𝜇, ∫ 𝑝(𝑥)𝑥2𝑑𝑥
+∞

−∞

= 𝜎2 + 𝜇2 

これらを代入すると、 

𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) = − ln (
𝜎

𝑠
) + (

1

2𝑠2
−

1

2𝜎2
) (𝜎2 + 𝜇2) − (

𝑚

𝑠2
−
𝜇

𝜎2
) 𝜇 + (

𝑚2

2𝑠2
−
𝜇2

2𝜎2
)

= − ln (
𝜎

𝑠
) +

𝜎2 + (𝜇 −𝑚)2

2𝑠2
−
1

2
 

 

 

問 2 

𝑓(𝜎) = − ln (
𝜎

𝑠
) +

𝜎2

𝑠2
−
1

2
, 

𝑔(𝜇) =
(𝜇 − 𝑚)2

2𝑠2
 

とすると、𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) = 𝑓(𝜎) + 𝑔(𝜇)のように𝜎と𝜇の関数に分離できるため、それぞれの

関数の性質を調べればよい。 

𝑑𝑓

𝑑𝜎
= −

1

𝜎
+

𝜎

𝑠2
= 0となるのは𝜎 = 𝑠のときで、そのとき𝑓(𝑠) = 0となる。 



𝑑2𝑓

𝑑𝜎2
=

1

𝜎2
+

1

𝑠2
> 0より、𝑓(𝜎) は𝜎 = 𝑠で最小値を取る下に凸な関数であることがわかる。 

したがって、𝑓(𝜎) ≥ 0。 

𝑔(𝜇)は𝜇の二次関数で、𝜇 = 𝑚のときに最小値𝑔(𝑚) = 0となる。 

したがって、𝑔(𝜇) ≥ 0。 

以上より、𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) = 𝑓(𝜎) + 𝑔(𝜇) ≥ 0であり、𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) = 0となるのは、𝜎 = 𝑠, 𝜇 = 𝑚

のときである。 

（つまり、𝑝(𝑥)と𝑞(𝑥)が同じ分布のときに𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) = 0となる。） 

 

 

問 3 

𝑥 = 𝑚 + 𝑠𝑥̃, 𝑑𝑥 = 𝑠𝑑𝑥̃ 

なので、 

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =
1

√2𝜋𝑠2
exp [−

(𝑥 −𝑚)2

2𝑠2
] 𝑑𝑥 =

1

√2𝜋𝑠2
exp [−

𝑠2𝑥̃2

2𝑠2
] 𝑠𝑑𝑥̃ =

1

√2𝜋
exp [−

𝑥̃2

2
]𝑑𝑥̃

= 𝑞̃(𝑥̃)𝑑𝑥̃ 

よって、 

𝑞̃(𝑥̃) =
1

√2𝜋
exp [−

𝑥̃2

2
]. 

同様にして、 

𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =
1

√2𝜋𝜎2
exp [−

(𝑠𝑥̃ + 𝑚 − 𝜇)2

2𝜎2
] 𝑠𝑑𝑥̃ =

1

√2𝜋 (
𝜎
𝑠)

2
exp [−

(𝑥̃ −
𝜇 −𝑚
𝑠 )

2

2 (
𝜎
𝑠)

2 ] 𝑑𝑥̃ = 𝑝̃(𝑥̃)𝑑𝑥̃ 

より、 

𝑝̃(𝑥̃) =
1

√2𝜋 (
𝜎
𝑠)

2
exp [−

(𝑥̃ −
𝜇 −𝑚
𝑠 )

2

2 (
𝜎
𝑠)

2 ]. 

𝐷𝐾𝐿(𝑝̃ ∥ 𝑞̃)に代入すると、 



𝐷𝐾𝐿(𝑝̃ ∥ 𝑞̃) = −∫ 𝑝̃(𝑥̃) ln

{
 

 √2𝜋 (
𝜎
𝑠
)
2

√2𝜋
exp [−

𝑥̃2

2
+
(𝑥̃ −

𝜇 − 𝑚
𝑠

)
2

2 (
𝜎
𝑠
)
2 ]

}
 

 

𝑑𝑥̃
+∞

−∞

= − ln (
𝜎

𝑠
)∫ 𝑝(𝑥̃)𝑑𝑥̃

+∞

−∞

−∫ 𝑝(𝑥̃) {−
𝑥̃2

2
+
(𝑥̃ −

𝜇 − 𝑚
𝑠

)
2

2 (
𝜎
𝑠
)
2 }𝑑𝑥̃

+∞

−∞

= − ln (
𝜎

𝑠
)∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+
𝜎2 − 𝑠2

2𝜎2
∫ 𝑝(𝑥)𝑥2𝑑𝑥
+∞

−∞

+ (
𝑠

𝜎 
)
2 𝜇 −𝑚

𝑠
  ∫ 𝑝(𝑥)𝑥𝑑𝑥

+∞

−∞

−
(𝜇 −𝑚)2

2𝜎2
∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

となり、 

∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 1, ∫ 𝑝(𝑥)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

=
𝜇 −𝑚

𝑠
, ∫ 𝑝(𝑥)𝑥2𝑑𝑥

+∞

−∞

= (
𝜎

𝑠
)
2

+ (
𝜇 −𝑚

𝑠
)
2

 

なので、 

𝐷𝐾𝐿(𝑝̃ ∥ 𝑞̃) = − ln (
𝜎

𝑠
) +

𝜎2 − 𝑠2

2𝜎2
{(
𝜎

𝑠
)
2

+ (
𝜇 −𝑚

𝑠
)
2

} + (
𝑠

𝜎 
)
2 𝜇 −𝑚

𝑠

𝜇 −𝑚

𝑠
−
(𝜇 −𝑚)2

2𝜎2

= − ln (
𝜎

𝑠
) +

𝜎2 + (𝜇 −𝑚)2

2𝑠2
−
1

2
= 𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) 

 

問 4 

ラグランジュの未定乗数法を用いる。 

未定乗数を𝜆とすると、 

ℎ(𝜎, 𝜇, 𝜆) = − ln𝜎 +
𝜎2

2
+
𝜇2

2
−
1

2
+ 𝜆 ((𝜇 − 1)2 + (𝜎 − 1)2 −

1

4
) 

の極値を求めればよい。 

𝜕ℎ

𝜕𝜎
= −

1

𝜎
+ 𝜎 + 2𝜆(𝜎 − 1) = 0 

より、𝜎 = 1,−
1

2𝜆+1
となる。 

以下で場合分けして計算していく。 

 

𝜎 = 1のとき 

条件より、(𝜇 − 1)2 =
1

4
なので、𝜇 =

1

2
,
3

2
となる。 

𝜇 =
1

2
のときは𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) =

1

8
、𝜇 =

3

2
のときは𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) =

9

8
となる。 

 



𝜎 = −
1

2𝜆+1
のとき 

𝜕ℎ

𝜕𝜇
= 𝜇 + 2𝜆(𝜇 − 1) = 0 

より、𝜇 =
2𝜆

2𝜆+1
となる。 

𝜎と𝜇を条件式に代入すると、 

(
2𝜆

2𝜆 + 1
− 1)

2

+ (−
1

2𝜆 + 1 
− 1)

2

=
1

4
 

変形すると、 

12𝜆2 + 28𝜆 + 19 = 0 

となるが、 

12𝜆2 + 28𝜆 + 19 = 12 (𝜆 +
7

6
)
2

+
8

3
> 0 

なので、この式を満たす実数の𝜆は存在しない。 

 

以上より、𝜇 =
1

2
, 𝜎 = 1のときに最小値𝐷𝐾𝐿(𝑝 ∥ 𝑞) =

1

8
となる。 


