
3.3 回転対称性

ある原点 O に関し、ある軸の周りに対象を回転させる操作である。例えば、z 軸の周
りに角度 θ の回転を行う操作を Rz(θ) とすると、この操作によって座標は次のように変
化する。

Rz(θ)

(
x

y

)
=⇒

(
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

)
(22)

並進操作には運動量が関係したが、回転操作には角運動量が関係する。角運動量の演算
子 (ここでは h̄ の単位で表したものとして定義する) は、座標と運動量のベクトル積、
h̄` = r× p、で定義される。成分の間の交換関係は次のように与えられる。

[`x, `y] = i`z, [`y, `z] = i`x, [`z, `x] = i`y (23)

`x, `y を用いて新たな演算子、`± = `x± i`y を定義すれば、これらについて次の交換関係
が成り立つ。

[`z, `±] = ±`±, [`+, `1] = 2`z (24)

回転操作の演算子 Rz がどのように表されるかについて知るために、角運動量と座標の
演算子との交換関係が次のように与えられることに注意する。

[h̄`z, x] = [xpy − ypx, x] = [−ypx, x] = −y[px, x] = ih̄y

[h̄`z, y] = [xpy − ypx, y] = [xpy, y] = x[py, y] = −ih̄x

x, y の代りに x± iy を用いれば、以下のように交換関係は簡単な形で表される。

[`z, x+ iy] = iy + i(−ix) = x+ iy

[`z, x− iy] = iy − i(−ix) = −(x− iy) (25)

ここで、eiθ`z で表される操作について考えてみよう。(18) の公式を利用し、(25) の結果
を用いれば、この操作によって座標が次のように変換されることがわかる。

eiθ`z(x+ iy)e−iθ`z = (x+ iy) + iθ(x+ iy) +
(iθ)2

2!
(x+ iy) + · · · = eiθ(x+ iy)

この実部と虚部が等しいための条件から、座標についての次の変換性が導かれる。
(

eiθ`zxe−iθ`z

eiθ`zye−iθ`z

)
=

(
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

)

つまり、(22) 式と同じ結果が得られたことがわかる。一般的に x, y, z 軸の周りの角度 α,
β, γ の回転操作の演算子は次のように表される。

Rx(α) = eiα`x , Ry(β) = eiβ`y , Rz(γ) = eiγ`z (26)

ハミルトニアンがある軸の周りの回転に対して対称であるのは、回転操作に対して次の
ような不変性が成り立つときである。

ei`αθHe−i`αθ = H

任意の回転角について不変であるのは、その軸に関係する角運動量と交換する場合である。
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3.3.1 球対称性

球対称性をもつ系のハミルトニアンは、角運動量のすべての成分と交換する。つまり、
どの軸の周りの任意の回転操作に対し、次のようにハミルトニアンは不変である。

eiθµ`µHe−iθµ`µ = H, (µ = x, y, z)

運動エネルギーは、球対称の形をしているので、ポテンシャルエネルギーがある原点から
の距離だけに依存するような関数 V (r) で与えられるようなハミルトニアンで記述される
系は球対称性をもつといえる。

Casimir 演算子
球対称の系のハミルトニアンは 3 個の角運動量演算子のそれぞれと交換し、また (23)
に示されているように、3個の角運動量演算子の間の交換関係は、`x, `y, `z、つまり角運
動量の成分の線形結合として表すことができる。このように系の対称性に関係する演算
子の間の交換関係が、それらの演算子だけを用いて表されているとき、これらの演算子は

:::::::::::::::::::::
代数的に閉じているといわれる。代数的に閉じた演算子については、それらすべてと交換
するするような演算子を新たに定義できることが知られている。その演算子は Casimir 演
算子と呼ばれ、2 次形式の形で表されることもわかっている。複数の Casimir 演算子が存
在する場合もあるが、いまの球対称の場合には １個だけ存在し、各角運動量成分の絶対
値の 2 乗の和、つまり、`2 = `2x + `2y + `2z によって与えられる。ハミルトニアンが球対称
の場合には、H は `2 とも交換する、つまり

[H, `2] = 0

が成り立つことがわかる。この、`2 は次のように表すこともでき、

`2 =
1
2
(`+`− + `−`+) + `2z

交換関係を用いて、[`2, `µ] = 0, (µ = x, y, z) が成り立つことを容易に確かめることがで
きる。

固有値、固有関数
これまでの説明からもわかるように、球対称性をもつ系については、状態を `2, `z (よ

く z 成分が用いられる) の固有値にしたがって分類するのが便利である。

記号 s p d f · · ·
` 0 1 2 3 · · ·

表 1: 角運動量の固有状態を表す記号

参考: 球対称系のハミルトニアンについて
ハミルトニアンが全ての角運動量成分と交換することは、ハミルトニアンに角運動量の

演算子が含まれているとすれば、それは `2 の形として含まれていると考えられる。実際
にこのことを以下に示そう。
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まず、`2 は座標と運動量演算子を用いて次のように表される。

`2x + `2y + `2z = (ypz − zpy)2 + (zpx − xpz)2 + (xpy − ypx)2

= (y2 + z2)p2
x + (z2 + x2)p2

y + (x2 + y2)p2
z

−(pzzypy + pxxzpz + pyyxpx + zpzpyy + xpxpzz + ypypxx)

= r2(p2
x + p2

y + p2
z)− x2p2

x − y2p2
y − z2p2

z

−2(xpxypy + ypyzpz + zpzxpx) + 2ih̄(xpx + ypy + zpz)

= r2(p2
x + p2

y + p2
z)− (xpx + ypy + zpz)2 + 2ih̄(xpx + ypy + zpz)

+(xpx)2 + (ypy)2 + (zpz)2 − x2p2
x − y2p2

y − z2p2
z

上の最後の行について、交換関係から次の関係が成り立つ。

x2p2
x − (xpx)2 = x[x, px]px = ih̄xpx

以上の結果から、`2 は次のように表すことができる。

`2 = r2(p2
x + p2

y + p2
z)− (r · p)2 + ih̄(r · p) (27)

r · p = xpx + ypy + zpz

つまり、運動エネルギーに関係する運動量演算子の大きさの２乗を次のように表せること
がわかる。

p2
x + p2

y + p2
z =

1
r2

[
`2 + (r · p)2 − ih̄(r · p)

]
(28)

極座標を用いると、この式に現れる演算子 r · p は、次のように表される。
∂

∂r
=
∂x

∂r

∂

∂x
+
∂y

∂r

∂

∂y
+
∂z

∂r

∂

∂z
=
i

h̄

r · p
r
, r · p = −ih̄r ∂

∂r

これを用いて (27) の最後の２項を次のように表すことができる。

1
r2

∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
=

1
r2

∂

∂r

(
r · r ∂

∂r

)
=

1
r2

(
r
∂

∂r
+ r

∂

∂r
r
∂

∂r

)

= − 1
h̄2r2

[−ih̄r · p + (r · p)2]

この結果を (28)に代入すれば極座標による運動エネルギーについての次の結果が得られる。

1
2m

(p2
x + p2

y + p2
z) = − h̄2

2mr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

`2

2mr2

演算子 r · p がどの角運動量成分とも交換することを、次のように示すことができる。

[`x, r · p] = [`x, r] · p + r · [`x,p]

= ih̄(zpy − ypz) + ih̄(ypz − zpy) = 0
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3.3.2 回転操作の行列表示

• 角運動量の固有値

球対称性をもつ系の問題を解く場合、状態、または波動関数を角運動量の固有状態を用
い、あらかじめ分類しておくと便利である。角運動量の固有状態は、たとえば、`2 と `z

についての次の式を満たす状態として定義される。

`2 |λm〉 = λ |λm〉 , `z |λm〉 = m |λm〉

角運動量の z 成分に対する固有値方程式は、空間座標の関数に作用する演算子として次の
ように表すことができる。

`zφm = −i ∂
∂φ
φm = mφm

この解が eimφ に比例することは容易にわかる。z 軸の周りに１回転しても状態が不変で
あることから、つまり角度変化 φ→ φ+ 2π に対して上の波動関数が不変であることから
固有値m は整数であることがわかる。
`2 の固有値を求めるために、次の関係が成り立つことに着目する。

`2 =

{
`−`+ + `2z + `z

`+`− + `2z − `z
,

`−`+ = `2 − `2z − `z

`+`− = `2 − `2z + `z

`± が互いにエルミット共役の関係にあることから固有状態について次の不等式が一般に
成り立つ。

〈λm| `−`+ |λm〉 = λ−m2 −m ≥ 0 (29)

〈λm| `+`− |λm〉 = λ−m2 +m ≥ 0 (30)

一方、次の関係が成り立つことから、同じ λ の固有値をもつ状態に `± を作用させること
によって `z の固有値を一つずつ増減した状態を生成することが可能である。

`z`± |λm〉 ∝ ± |λm± 1〉

その場合、m の取り得る値にはある上限 ` = mmax があり、その値に対して λ = `(`+ 1)
が成り立つ必要がある。そうでないと、(29) が一般に成り立たなくなるからである。(30)
から、m の下限は mmin = −` で与えられ、その値のときに (30) の等号が成り立つ。以
上をまとめると、固有値は、ゼロまたは正の整数の値をとる ` を用いて、次のように表さ
れる。

λ = `(`+ 1), −` ≤ m ≤ ` (31)

今後は固有値として λ の代りに ` を用いることにする。` の値を決めたとき、上の範囲
に含まれる m の値は 2`+ 1 個ある。固有値についてのこの結果を (29), (30) に代入すれ
ば、次の結果も得られる。

`± |`m〉 =
√

(`∓m)(`±m+ 1) |`m± 1〉

すでに説明した、演算子に対する表示行列の対応関係によれば、角運動量の演算子のそれ
ぞれには次の行列が対応する。
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• 角運動量の行列表現

任意の状態を次のように角運動量の固有状態の線形結合として表すことができる

|ψ〉 =
∑

`m

c`m |`m〉

回転の自由度については、この係数を決めると状態が決まることから、係数の値を要素と
するベクトルと状態が等価であると見なせる。このような対応関係を用いると、状態に対
する角運動量の作用は、係数ベクトルに対する適当な行列の作用として表すことが可能で
ある。` の値を決めたときの係数ベクトルの次元 2`+ 1 が表現の次元である。
すでに説明した、演算子に対する表示行列の対応関係によれば、角運動量の演算子のそ
れぞれには次の行列が対応する。

`z ⇐⇒




`

`− 1
· · ·

−`


 , `+ ⇐⇒




0
√

1 · 2`
0

√
2 · (2`− 1)

0 · · ·
· · ·

0




(32)

3.3.3 球対称性とエネルギー準位の縮退

球対称系の場合も、ハミルトニアンと交換する複数の演算子 `x, `y、`z が存在する。た
だし、これらは互いに交換しないので一般にエネルギー準位に縮重が発生する。例えば、
角運動量の固有値が `, m = ` の場合について次の固有値方程式が成り立つと考えてみ
よう。

H |`m〉 = ε |`m〉
このとき `− |`m〉 のように `− を作用させて得られる状態もすべて上と同じ固有値方程式
を満たすことがわかる。
球対称ポテンシャルの波動方程式の解は、それぞれの ` の値に対して動径 r について
の次の固有値方程式を解くことによって得られる。

{
− h̄2

2mr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+
`(`+ 1)
2mr2

+ V (r)
}
ψ`(r) = ε`ψ`(r)

また、各エネルギー準位は一般に 2` + 1 の縮重がある。上の方程式を一般に解くには数
値計算にたよらざるを得ない。

3.3.4 1 軸性の回転対称性

ある一つの軸の周りの回転対称性だけが存在する場合、系の状態をその軸の周りの角運
動量の固有値の違いによって分類するのが便利である。例えば z 軸の回りの回転対称性が
存在する場合、系の状態は `z の固有値を用いて分類できる。
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対称性が低下する例として、例えば球対称の系に外部から z 軸方向に磁場 B をかけた
場合次のようなゼーマンエネルギーが余分に加わることが知られている。

Hz = −2µB`zB

この場合、各 `z はハミルトニアンと交換するので、エネルギー固有値は、`z の固有値 m

のそれぞれに対して決まる。しかし、もはや、球対称の場合のような (2`+ 1) 重のエネル
ギー準位の縮退はすべて解消する。つまり、外部から磁場をかけることによりエネルギー
準位が (2`+ 1) 個の準位に分裂することがわかる。
この 1 軸性の回転対称性は２原子分子の電子状態の分類にもよく利用されている。例え

ば、２原子分子の波動関数を σ 軌道や、π、δ 軌道などと呼ぶことがある。これは２つの
原子を結ぶ軸の回りの回転（この軸を z 軸と考える）に対する角運動量 `z の固有値の値
がもとにした呼び方である。原子の場合のアルファベットをギリシャ文字に変えたもので
ある。

記号 σ π δ · · ·
m 0 1 2 · · ·

表 2: 軸対称性の固有状態を表す記号

この他、より大きな分子や固体の中の電子状態が問題となる場合には、有限の回転角に
ついての回転操作に対する対称性が問題となることがある。この場合も、それらの対称性
にしたがってうまく分類することによって問題を簡略化することができる。

3.3.5 電子のスピン角運動量

電磁波の場合には、電場や磁場はベクトルでありMaxwell の方程式はそれら複数の成分
に関するものである。また、電場や磁場の成分は光の偏光に関係がある。これと同様に、
物質波の場合にもその状態を表すために複数の成分が必要になることがある。電子の場合
にも、非相対論的に考えるとその状態を表すためには２つの成分が必要であることが知ら
れている。いままで、波動関数はひとつの成分だけ考えればよく、スカラーであるとして
きたが、物質波の電子を量子力学的に記述するには、次のように２つの成分を同時に考え
る必要がある。

ψ(r, t) =⇒
(
ψ1(r, t)
ψ2(r, t)

)

このそれぞれの成分は、光の偏光に対応するものと考えたらよい。空間座標と時間を指定
しても、さらに成分の自由度が存在することは、電子が内部自由度をもつと考えられる。
また、電子の状態を完全に指定するには、空間、時間の自由度以外にこの内部自由度の状
態についても指定する必要がある。つまり、空間的、時間的に同じふるまいをする関数で
表される状態であっても、内部自由度が異なれば、それらは互いに異なる状態であると考
える必要がある。電子のこの自由度のことをスピンと呼び、２つの成分をもつ波動関数の
ことをスピノールという。
物理的な観点からスピンの自由度は、ある種の角運動量と見なされる。成分が２つ必要

ということは、角運動量の大きさは 1/2 の値である。このスピン空間の回転操作に関係す

34



る演算子としてスピン演算子 s が定義される。軌道角運動量の場合と同様に、それら成分
間には以下の交換関係が成り立つ。

[sx, sy] = isz, [sy, sz] = isy, [sz, sx] = isy

成分が２であることから、スピン演算子は２次の行列で表すことができる。sz を対角化す
る表示を用いると、スピンの各成分は次のように表すことができる。

s =
1
2
σ

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)

ここで、σα (α = x, y, z) はパウリのスピン行列と呼ばれ、それらの積に関して次の式が
成り立つ。

σ2
α = 1, σxσy = iσz, σyσz = iσx, σzσx = iσy

スピンが角運動量の意味をもつということは、回転操作に対し、空間座標と同様にスピ
ンの自由度についても同じような変換を受けることを意味する。ただし、スピン空間にお
ける回転操作に関係する演算子は、軌道角運動量の代りにスピン演算子が用いられる。例
えば、z-軸の回りの回転に対してスピノールは次のように変換される。

Rz(θ)

(
ψ1

ψ2

)
= eiθsz

(
ψ1

ψ2

)
=

(
eiθ/2ψ1

e−iθ/2ψ2

)

任意の回転角に対し、スピン空間における回転操作は次のように表される。

eiθsx =

(
cos(θ/2) i sin(θ/2)
i sin(θ/2) cos(θ/2)

)
, eiθsy =

(
cos(θ/2) sin(θ/2)
− sin(θ/2) cos(θ/2)

)
,

eiθsz =

(
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

)
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