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概 要

量子力学 III は 、 す で に 量子力学 I,II の 講義を履修済の 学生、 ま たは こ れ らの 講義
で カ バ ー し て い る 内容に つ い て あ る 程度の 理解 をも つ 学生を対象に 、 さ らに 進ん だ 内
容に つ い て の 学生の 理解 に 資す る こ と を目的と し て い る 。 し たが っ て 、 講義も す で に
量子力学 I,II の 内容に 理解 が あ る こ と を前提と し て 進め られ る 。 量子力学以外 に も 、
量子力学をよ り よ く 理解 す る ため に は 以下 の よ う な 数学的な 素養、 す な わ ち高校お よ
び 大学の 初年度で 学習す る 微分積分学、 線形代数学 (行列代数)、 物理数学の 講義で 現
わ れ る 特殊関数、 常微分方程式な ど に つ い て 理解 し て い る こ と が 望ま し い 。

1 は じ め に

1.1 講義の 目的と 範囲

こ の 量子力学 III の 講義は 、 す で に 量子力学の 入門的な 講義を履修し て い る 学生を対象

と し て い る 。 量子力学をよ り 具体的な 現実の 問題に 適用し よ う と す る と き 必要と さ れ る こ

と が らに つ い て 、 こ れ ま で の 講義で 触れ られ な か っ たよ り 進ん だ 内容に つ い て 説明す る こ

と が 目的で あ る 。

ひ と つ の 大き な テ ー マ は 、 こ れ ま で の 内容は そ の 対象が 1 個の 粒子し か 含ま な い 系が 対

象で あ っ たが 、 複数の 粒子を含む系の 量子力学的な 取り 扱い に 関す る も の で あ る 。 原子や

分子の 系を見て も 分か る よ う に 現実の 系で は 、 そ の 系に 複数の 粒子が 含ま れ て い る こ と の

方が 多い 。 後で わ か る よ う に 、 複数粒子系の 量子力学は 、 1 粒子だ け の 量子力学と 本質的

な 違い が あ る 。

具体的な 内容に 入る 前に 、 こ れ ま で 習っ て き たこ と に つ い て 少し 復習をし て お く 。

1.2 こ れ ま で の 簡単な 復習

1.2.1 電磁波と 物質波

量子力学に よ っ て 明らか に な っ たこ と は 、

「
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

す べ て の 量子力学的な 対象は 粒子性と 波動性の 両方の 性質を合わ せ 持つ 」

と い う こ と で あ る 。 物質の 粒子の 波動性に つ い て は あ ま り 馴染みが な い の で 、 そ の こ と

に つ い て 考え る 前に 、 電磁気の Maxwell 方程式に つ い て 考え て みる 。 こ れ は 、 電場と 磁

場に 関す る 次の 方程式の こ と を指す 。
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∇ ·D = 4πρ

∇ ·B = 0

∇×E = −
1

c

∂B

∂t

∇×H =
4π

c
J +

1

c

∂D

∂t

電場と 磁場は 、 そ れ ぞ れ 静電ポ テ ン シ ャ ル φ と ベ クト ルポ テ ン シ ャ ルA を用い て 次の よ

う に 表す こ と が で き る 。

E = ∇φ, B = ∇×A

簡単の ため 真空中を考え る と 、 D = E, H = B, ρ = 0、 J = 0 が 成り 立つ 。 こ れ らの 関係

をMaxwell 方程式に 代入す る こ と に よ っ て 、 ベ クト ルポ テ ン シ ャ ルに 対す る 次の 方程式

が 導か れ る 。

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A =
1

c

∂E

∂t
= −

1

c2
∂2A

∂t2

ただ し 、 3 番目の 方程式を用い て 次の 関係が 成り 立つ こ と を用い た。

∂

∂t
∇×E = ∇×

∂E

∂t
= −

1

c

∂2

∂t2
∇×A = −

1

c
∇×

∂2A

∂t2

光（ 電磁波） は 長い 間「 波動」 で あ る と 考え られ 、 そ の 波が 空間を伝わ る 波動方程式は 次

の よ う に 表さ れ る 。
1

c2
∂2A

∂t2
−∇2A = 0 (1)

ま た、 光の 運動量と エ ネ ルギー に 対し て 次の 関係が 成り 立つ こ と も 知られ て い た。

E2 = c2p2, (E = cp) (2)

２０世紀 の 初め に 光は 粒子の 性質をも つ こ と が わ か り 、 アイン シ ュタ イン の 光量子仮説

が 提出さ れ 、 ま た、 ド ・ ブ ロ イに よ っ て 波の 波長と 運動量の 間の 対応関係が 成り 立つ こ と

が わ か っ た。 つ ま り 、

1. ド ・ ブ ロ イの 関係式

p =
h

λ
= h̄k, (k は 波数)

2. アイン シ ュタ イン の 光量子仮説

ε = hν =
h

T
= h̄ω, (ω は 角 周波数)

(1) の 解 は 次の よ う に 表さ れ る 。

A(r, t) = A0 exp(ik · r− iωt) (3)
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こ の 解 を (1) に 代入し 、 アイン シ ュタ イン と ド ・ ブ ロ イの 関係を考慮す る と 、 次の よ う な

対応関係が あ る こ と が わ か る 。

ih̄
∂

∂t
←→ E, −ih̄∇←→ p (4)

こ れ らを波に 作用さ せ る と エ ネ ルギー や 運動量が 得られ る か らで あ る 。 こ の 関係が 波動性

と 粒子性の 間の 橋渡をす る 。

光が 波動性と 粒子性の 両方の 性質をも つ と 同様に 、 物質も 光と 同様に 波の 性質をも つ と

考え たと き 、 物質の 波を記 述す る 方程式は ど の よ う に 与え られ る で あ ろ う か 。 ま ず 、 光の

場合と 同様に 物質波の 振幅を記 述す る 何らか の 関数 ψ が 必要で あ る 。 こ の 場合も (4) の

よ う な 関係が 成り 立っ て い る と 考え る こ と は 自然で あ る 。 物質粒子の 場合、 (2) に 対応す

る 式は ど の よ う に 与え られ る の で あ ろ う か 。 相対性理論に よ れ ば 質量をも つ 物質の 運動量

と エ ネ ルギー に 対し て 次の 関係が 成り 立つ こ と が 知られ て い る 。

E =
√

m2c4 + c2p2 = mc2 +
1

2m
p2 + · · · (5)

運動量 p に つ い て 展開 をし な い 元の 式で m = 0 と お く と (2) が 得られ る 。 非相対論的な

粒子の 場合で 、 上の 展開 が 成り 立つ 場合を考え る と 、 電磁気学の Maxwell 方程式に 対応

す る 物質波の 波動方程式は 、 (4) の 関係を用い て 次の よ う に 表さ れ る 。

i
∂

∂t
ψ(r, t) = −

h̄2

2m
∇2ψ(r, t)

こ れ が Schrödinger 方程式で あ る 。 ポ テ ン シ ャ ルが 存在す る 場合は 次の よ う に な る 。

i
∂

∂t
ψ(r, t) =

[

−
h̄2

2m
∇2 + V (r)

]

ψ(r, t) (6)

1.2.2 波と 、 粒子と ど ちらの 方が い い の ?

基本的に は 我 々 が 問題と す る 長さ や 時間の 尺度 ` と T と 、 波の 波長 λ, 周期 τ と の 次

の 大小関係で き ま る 。

(A) 粒子性が よ い 場合

λ� `, τ � T

が 成り 立つ 場合に は 粒子的な 見方が よ く 成り 立つ と 考え られ る 。

(B) 波動性が よ い 場合

一方、 こ の 不等号が 成り 立たず 、 次の よ う に 波の 波長や 周期と 同程度の 尺度で 起 る

現象を問題に せ ざ る を得な い 場合、

λ ∼ `, τ ∼ T

現象の 記 述に は 波動方程式を用い る 必要が あ る 。

3



上の (B) の 条件を運動量と エ ネ ルギー に 関す る 形に 書き 換え る と 、 プラ ン ク定数 h を

用い て 次の よ う に な る 。

p ∼
h

λ
, E ∼

h

T

光の 場合、 空洞輻射に 関し て Planck に よ る 輻射の 公式が 知られ る 以前に 、 光（ 電磁輻

射） の エ ネ ルギー 密度の 周波数依存性に 関し て 、 レ─リ ー の 法則と ジ ー ン ズの 法則が あ り 、

こ れ らは 以下 の 周波数領域で よ く 観測と 一致す る こ と が 知られ て い た。

• レ─リ ー の 法則: 低周波数（ 低エ ネ ルギー ） 領域、 波動性

• ジ ー ン ズの 法則: 高周波数（ 高エ ネ ルギー ） 領域、 粒子性

こ れ らも 、 上の 適用範囲の 考え が 正し い こ と と 一致す る 。

我 々 が 原子の 世界 を取り 扱お う と す る 場合、 λ の 目安は 数オン グスト ロ ー ム (10−8 cm) の

尺度が 問題と な る 。 ま た、 物質の 中の 電子を取り 扱う 場合は 、 そ の 質量は m = 9.1×10−28

で あ る 。 電子が 原子内に 閉じ 込め られ て い る と 考え る と 、 関係す る 波長も 原子の サ イズと

同程度と な る 。 λ ∼ 1Å と し たと き 、 電子の 速度 v と 運動エ ネ ルギー ε の 目安は 次の よ う

に 与え られ る 。

v ∼
h

mλ
∼ 0.73 × 109 cm/s, ε =

mv2

2
∼ 2.4 × 10−10 erg = 3.9 eV

我 々 が 量子力学をあ え て 利用し よ う と す る の は 、 そ の 対象が 波動的な 性格 を強く 表に 表

す よ う な 場合と 取り 扱う ため で あ る 。 原子の 世界 で 理解 し たい 現象は 、 上で 示し た、 空間、

エ ネ ルギー の 大き さ と 同程度の 尺度をも つ 。

し たが っ て 、 量子力学で は 力学と い う 名前が つ く に も か か わ らず 、 取り 扱い の 対象は 波

動で あ る 。 粒子と 波の 両方の 性質をも つ 対象の 、 波の 性質の 取り 扱い が 主な 目的と な る 。

ま た、 波動現象は 通常の 力学と は 異な り 、 そ の 取り 扱い に 関し て は 一般に あ ま り 馴染みが

な い よ う に 思え る 。

質点や そ の 集合に 対し 、 そ れ らの 速度や 座標は 感覚 的な イメ ー ジ をも ちや す い が 、 空間

的な 広が り をも つ 波動に つ い て は イメ ー ジ をも ちに く く 、 数学的な 取り 扱い に つ い て も 不

馴れ で あ る 。

1.2.3 量子力学を利用す る に は

1. 波動方程式の 解 を求め る 。

基本的に は 、 空間的に 伝わ る 波動の 伝播の 様子が 得られ る 。 方程式の 解 と し て 得ら

れ る 解 は 、 波動性特有の い ろ い ろ な 性質をも つ 。「 量子状態」 は こ れ らの 性質を備え

て い る 。

• 空間的な 広が り 、 波長、 周期

• 重ね 合わ せ が 可 能

• 干渉、 回 折、 反射

ま た、 状況に よ っ て い ろ い ろ な 性質をも つ 波動の 存在が わ か る 。
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• 進行波（ 空間的に 非局在）

• 定在波（ 空間的に 局在） ー 固有振動、 固有モ ー ド

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

ど の よ う な 状況で 、 ど の よ う な 波動が 可 能で あ る か に つ い て 理解 し て お く こ と が 必要。

2. 得られ た解 を用い て 物理的（ 力学的） な 性質を求め 、 測定結果 と 比較 す る 。

波動は 、 重ね あ わ せ が 可 能で あ る 。

運動量演 算子の 固有関数で あ る 指数関数的な 波の 場合は 、 運動量演 算子が 波に 作用

し た場合、 単に ±h̄k の 値が 得られ る だ け で あ る 。

−ih̄
∂

∂x
exp(ipx/h̄) = p exp(ipx/h̄)

そ の 場合、 波は 、 は っ き り と 決ま っ た運動量の 値をも つ と 考え られ る 。

で は 、 正弦波や 余弦波の 場合は ど の よ う に 考え たらよ い か 。 こ れ らは 、 指数関数の

波を用い て 次の よ う に 表す こ と が で き る 。

cos kx =
1

2
[exp(ikx) + exp(−ikx)], sin kx =

1

2i
[exp(ikx)− exp(−ikx)]

量子力学で は こ の よ う な 波の 運動量を観測し た場合、 や は り ±h̄k の ど ちらか の 値

が 観測さ れ る と 考え て い る 。 ただ し 、 +h̄k と −h̄k の 必ず ど ちらか の 値が そ れ ぞ れ

同じ 確率頻度で 観測さ れ る と 考え る 。 し たが っ て 、 平均す る と 運動量は 0 と な り 波

は 実質的に と ま っ て い る い る と 考え られ る 。 つ ま り こ れ らは 定在波を表す と 考え ら

れ る 。

こ れ ま で は 、 同じ 波長をも つ 波だ け を考え た。 も ちろ ん 次の 例の よ う に い ろ い ろ な

波長の 波を重ね 合わ せ て で き る よ う な 、 一般的な 波を考え る こ と も 可 能で あ る 。

f(x) =
∑

µ

aµ exp(ikµx)

こ の 波の 運動を観測し た場合、 必ず い ず れ か の h̄kµ の 値が 得られ る 。 多く の 観測し

た場合の 平均の 運動量 〈p〉 は 、

〈p〉 =
∑

µ

|aµ|
2h̄kµ

で 与え られ る 。 い ま の 場合も 、 関数 f(x) を考え る 代わ り に 係数 {aµ} か らな る ベ ク

ト ルを考え る こ と が で き る 。 そ の 場合、 任意の 波形の 波を考え よ う と す る と つ ぎ の

よ う な フ ー リ エ 変換の 式が 成り 立つ の で 、

f(x) =

∫

∞

−∞

dk

2π
g(k) exp ikx

極め て 多く の 波の 重ね 合わ せ が 必要と な る 。
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